
❈♦♥t❡①t❡
▼♦❞è❧❡

▲❡ s❝❤é♠❛
❱❛❧✐❞❛t✐♦♥ ♥✉♠ér✐q✉❡

❙✐♠✉❧❛t✐♦♥ ❞✬é✈é♥❡♠❡♥ts ♣❧✉✈✐❡✉①

❖❧✐✈✐❡r ❉❡❧❡str❡

▼❛t❤é♠❛t✐q✉❡s ❡t ❆♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s✱ P❤②s✐q✉❡ ▼❛t❤é♠❛t✐q✉❡ ❞✬❖r❧é❛♥s

❋r❛♥❝❡

❈❆❙❈■▼❖❉❖❚ ✲ ✸ ❏✉✐❧❧❡t ✷✵✵✽

❖❧✐✈✐❡r ❉❡❧❡str❡ ❙✐♠✉❧❛t✐♦♥ ❞✬é✈é♥❡♠❡♥ts ♣❧✉✈✐❡✉①



❈♦♥t❡①t❡
▼♦❞è❧❡

▲❡ s❝❤é♠❛
❱❛❧✐❞❛t✐♦♥ ♥✉♠ér✐q✉❡

❈♦♥t❡①t❡
▲✉tt❡ ❝♦♥tr❡ ❧✬ér♦s✐♦♥ ❞❡s s♦❧s ♣❛r r✉✐ss❡❧❧❡♠❡♥t✳✳✳

✭P❤♦t♦s ✿ ❨✈❡s ▲❡ ❇✐ss♦♥♥❛✐s✱ ■◆❘❆✮

✳✳✳❞❡ ❧✬❛♠♦♥t✳✳✳

✷ ✴ ✹✽



❈♦♥t❡①t❡
▼♦❞è❧❡

▲❡ s❝❤é♠❛
❱❛❧✐❞❛t✐♦♥ ♥✉♠ér✐q✉❡

✳✳✳à ❧✬❛✈❛❧ ✦

✸ ✴ ✹✽



❈♦♥t❡①t❡
▼♦❞è❧❡

▲❡ s❝❤é♠❛
❱❛❧✐❞❛t✐♦♥ ♥✉♠ér✐q✉❡

❆♠é♥❛❣❡♠❡♥ts ❛✉ s❡✐♥ ❞❡s ③♦♥❡s ❛♠♦♥ts ✭❜❛ss✐♥s ✈❡rs❛♥ts✮

❉✬♦ù ✈✐❡♥t ❧✬❡❛✉ ❄
❖ù ✈❛✲t✲❡❧❧❡ ❄

✹ ✴ ✹✽



❈♦♥t❡①t❡
▼♦❞è❧❡

▲❡ s❝❤é♠❛
❱❛❧✐❞❛t✐♦♥ ♥✉♠ér✐q✉❡

❙②stè♠❡ ❞❡ ❙❛✐♥t✲❱❡♥❛♥t

xO

h(t,x)

z(x)

u(t,x)

z+hz

{
∂t❤ + ∂①(❤✉) = ✵
∂t(❤✉) + ∂①(❤✉

✷ + ❣❤✷/✷) = −❣❤∂①③
✭✶✮

✺ ✴ ✹✽



❈♦♥t❡①t❡
▼♦❞è❧❡

▲❡ s❝❤é♠❛
❱❛❧✐❞❛t✐♦♥ ♥✉♠ér✐q✉❡

Pr♦♣r✐étés ❞✉ s②stè♠❡ ✭■✮ ✿ ❝♦♥s❡r✈❛t✐♦♥

❊♥ ✐♥té❣r❛♥t ❡♥ ① ❧❛ ♣r❡♠✐èr❡ éq✉❛t✐♦♥ ❞❡ ✭✶✮✱ ♦♥ ❛

❞

❞t

∫ ❜

❛

❤(t, ①) ❞① + q(t, ❜) − q(t, ❛) = ✵,

q = ❤✉ ❡st ❧❡ ❞é❜✐t✳

❈♦♥s❡r✈❛t✐♦♥ ❞✉ ✈♦❧✉♠❡ ❞✬❡❛✉✳

❉❡✉①✐è♠❡ éq✉❛t✐♦♥ ✿ ❝♦♥s❡r✈❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ q✉❛♥t✐té ❞❡ ♠♦✉✈❡♠❡♥t

✻ ✴ ✹✽



❈♦♥t❡①t❡
▼♦❞è❧❡

▲❡ s❝❤é♠❛
❱❛❧✐❞❛t✐♦♥ ♥✉♠ér✐q✉❡

Pr♦♣r✐étés ❞✉ s②stè♠❡ ✭■✮ ✿ ❝♦♥s❡r✈❛t✐♦♥

❊♥ ✐♥té❣r❛♥t ❡♥ ① ❧❛ ♣r❡♠✐èr❡ éq✉❛t✐♦♥ ❞❡ ✭✶✮✱ ♦♥ ❛

❞

❞t

∫ ❜

❛

❤(t, ①) ❞① + q(t, ❜) − q(t, ❛) = ✵,

q = ❤✉ ❡st ❧❡ ❞é❜✐t✳

❈♦♥s❡r✈❛t✐♦♥ ❞✉ ✈♦❧✉♠❡ ❞✬❡❛✉✳

❉❡✉①✐è♠❡ éq✉❛t✐♦♥ ✿ ❝♦♥s❡r✈❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ q✉❛♥t✐té ❞❡ ♠♦✉✈❡♠❡♥t

✻ ✴ ✹✽



❈♦♥t❡①t❡
▼♦❞è❧❡

▲❡ s❝❤é♠❛
❱❛❧✐❞❛t✐♦♥ ♥✉♠ér✐q✉❡

Pr♦♣r✐étés ❞✉ s②stè♠❡ ✭■✮ ✿ ❝♦♥s❡r✈❛t✐♦♥

❊♥ ✐♥té❣r❛♥t ❡♥ ① ❧❛ ♣r❡♠✐èr❡ éq✉❛t✐♦♥ ❞❡ ✭✶✮✱ ♦♥ ❛

❞

❞t

∫ ❜

❛

❤(t, ①) ❞① + q(t, ❜) − q(t, ❛) = ✵,

q = ❤✉ ❡st ❧❡ ❞é❜✐t✳

❈♦♥s❡r✈❛t✐♦♥ ❞✉ ✈♦❧✉♠❡ ❞✬❡❛✉✳

❉❡✉①✐è♠❡ éq✉❛t✐♦♥ ✿ ❝♦♥s❡r✈❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ q✉❛♥t✐té ❞❡ ♠♦✉✈❡♠❡♥t

✻ ✴ ✹✽



❈♦♥t❡①t❡
▼♦❞è❧❡

▲❡ s❝❤é♠❛
❱❛❧✐❞❛t✐♦♥ ♥✉♠ér✐q✉❡

Pr♦♣r✐étés ❞✉ s②stè♠❡ ✭■■✮ ✿ tr❛♥s♣♦rt

❖♥ ❝♦♥s✐❞èr❡ ✉♥❡ ✢❛q✉❡ ❞✬❡❛✉✳

❤ = ❤✵ ❡t ✉ = ✵.

P❡t✐t❡s ♣❡rt✉r❜❛t✐♦♥s ✿ ♦♥ ♦❜t✐❡♥t ❞❡s ✧✈❛❣✉❡s✧ ✭♦♥❞❡s ❞❡ s✉r❢❛❝❡✮

❤ ❤✵ ❡t ✉

❖♥ ♦❜t✐❡♥t
t ❤✵ ① ✵

t ❣ ① ✵

❉❡✉① éq✉❛t✐♦♥s ❞✬♦♥❞❡

tt ❣❤✵ ①① ✵ tt ❣❤✵ ①① ✵

✈✐t❡ss❡s ❞❡s ♦♥❞❡s ❣❤✵ ❡t ❣❤✵✳

✼ ✴ ✹✽



❈♦♥t❡①t❡
▼♦❞è❧❡

▲❡ s❝❤é♠❛
❱❛❧✐❞❛t✐♦♥ ♥✉♠ér✐q✉❡

Pr♦♣r✐étés ❞✉ s②stè♠❡ ✭■■✮ ✿ tr❛♥s♣♦rt

❖♥ ❝♦♥s✐❞èr❡ ✉♥❡ ✢❛q✉❡ ❞✬❡❛✉✳

❤ = ❤✵ ❡t ✉ = ✵.

P❡t✐t❡s ♣❡rt✉r❜❛t✐♦♥s ✿ ♦♥ ♦❜t✐❡♥t ❞❡s ✧✈❛❣✉❡s✧ ✭♦♥❞❡s ❞❡ s✉r❢❛❝❡✮

❤ = ❤✵ + η ❡t ✉ = ν.

❖♥ ♦❜t✐❡♥t
t ❤✵ ① ✵

t ❣ ① ✵

❉❡✉① éq✉❛t✐♦♥s ❞✬♦♥❞❡

tt ❣❤✵ ①① ✵ tt ❣❤✵ ①① ✵

✈✐t❡ss❡s ❞❡s ♦♥❞❡s ❣❤✵ ❡t ❣❤✵✳

✼ ✴ ✹✽



❈♦♥t❡①t❡
▼♦❞è❧❡

▲❡ s❝❤é♠❛
❱❛❧✐❞❛t✐♦♥ ♥✉♠ér✐q✉❡

Pr♦♣r✐étés ❞✉ s②stè♠❡ ✭■■✮ ✿ tr❛♥s♣♦rt

❖♥ ❝♦♥s✐❞èr❡ ✉♥❡ ✢❛q✉❡ ❞✬❡❛✉✳

❤ = ❤✵ ❡t ✉ = ✵.

P❡t✐t❡s ♣❡rt✉r❜❛t✐♦♥s ✿ ♦♥ ♦❜t✐❡♥t ❞❡s ✧✈❛❣✉❡s✧ ✭♦♥❞❡s ❞❡ s✉r❢❛❝❡✮

❤ = ❤✵ + η ❡t ✉ = ν.

❖♥ ♦❜t✐❡♥t {
∂tη + ❤✵∂①ν = ✵
∂tν + ❣∂①η = ✵

❉❡✉① éq✉❛t✐♦♥s ❞✬♦♥❞❡

∂ttν − ❣❤✵∂①①ν = ✵, ∂ttη − ❣❤✵∂①①η = ✵,

✈✐t❡ss❡s ❞❡s ♦♥❞❡s ❣❤✵ ❡t ❣❤✵✳

✼ ✴ ✹✽



❈♦♥t❡①t❡
▼♦❞è❧❡

▲❡ s❝❤é♠❛
❱❛❧✐❞❛t✐♦♥ ♥✉♠ér✐q✉❡

Pr♦♣r✐étés ❞✉ s②stè♠❡ ✭■■✮ ✿ tr❛♥s♣♦rt

❖♥ ❝♦♥s✐❞èr❡ ✉♥❡ ✢❛q✉❡ ❞✬❡❛✉✳

❤ = ❤✵ ❡t ✉ = ✵.

P❡t✐t❡s ♣❡rt✉r❜❛t✐♦♥s ✿ ♦♥ ♦❜t✐❡♥t ❞❡s ✧✈❛❣✉❡s✧ ✭♦♥❞❡s ❞❡ s✉r❢❛❝❡✮

❤ = ❤✵ + η ❡t ✉ = ν.

❖♥ ♦❜t✐❡♥t {
∂tη + ❤✵∂①ν = ✵
∂tν + ❣∂①η = ✵

❉❡✉① éq✉❛t✐♦♥s ❞✬♦♥❞❡

∂ttν − ❣❤✵∂①①ν = ✵, ∂ttη − ❣❤✵∂①①η = ✵,

✈✐t❡ss❡s ❞❡s ♦♥❞❡s −
√
❣❤✵ ❡t

√
❣❤✵✳

✼ ✴ ✹✽



❈♦♥t❡①t❡
▼♦❞è❧❡

▲❡ s❝❤é♠❛
❱❛❧✐❞❛t✐♦♥ ♥✉♠ér✐q✉❡

✽ ✴ ✹✽



❈♦♥t❡①t❡
▼♦❞è❧❡

▲❡ s❝❤é♠❛
❱❛❧✐❞❛t✐♦♥ ♥✉♠ér✐q✉❡

✾ ✴ ✹✽



❈♦♥t❡①t❡
▼♦❞è❧❡

▲❡ s❝❤é♠❛
❱❛❧✐❞❛t✐♦♥ ♥✉♠ér✐q✉❡

❚r❛♥s♣♦rt ✕ s✉✐t❡

❊♥ ❞②♥❛♠✐q✉❡ ❞❡s ❣❛③✱ ♦♥ ✉t✐❧✐s❡ ❧❡ r❛♣♣♦rt ❞❡ ❧❛ ✈✐t❡ss❡
❞✬é❝♦✉❧❡♠❡♥t ❡t ❞❡ ❧❛ ✈✐t❡ss❡ ❞❡s ♦♥❞❡s ✿

◆♦♠❜r❡ ❞❡ ▼❛❝❤
■❧ ♣❡r♠❡t ❞❡ ❞ét❡r♠✐♥❡r ❧❡ t②♣❡ ❞✬é❝♦✉❧❡♠❡♥t ✿

s✉❜s♦♥✐q✉❡ ♦✉ s✉♣❡rs♦♥✐q✉❡✳

P♦✉r ❧❡s é❝♦✉❧❡♠❡♥ts à s✉r❢❛❝❡ ❧✐❜r❡✱ ❝❡ r❛♣♣♦rt ❡st ❛♣♣❡❧é ✿
◆♦♠❜r❡ ❞❡ ❋r♦✉❞❡

■❧ ♣❡r♠❡t ❞❡ ❞ét❡r♠✐♥❡r ❧❡ t②♣❡ ❞❡ ré❣✐♠❡ ✿
✢✉✈✐❛❧ ♦✉ t♦rr❡♥t✐❡❧✳

✶✵ ✴ ✹✽



❈♦♥t❡①t❡
▼♦❞è❧❡

▲❡ s❝❤é♠❛
❱❛❧✐❞❛t✐♦♥ ♥✉♠ér✐q✉❡

❚r❛♥s♣♦rt ✕ s✉✐t❡

❊♥ ❞②♥❛♠✐q✉❡ ❞❡s ❣❛③✱ ♦♥ ✉t✐❧✐s❡ ❧❡ r❛♣♣♦rt ❞❡ ❧❛ ✈✐t❡ss❡
❞✬é❝♦✉❧❡♠❡♥t ❡t ❞❡ ❧❛ ✈✐t❡ss❡ ❞❡s ♦♥❞❡s ✿

◆♦♠❜r❡ ❞❡ ▼❛❝❤
■❧ ♣❡r♠❡t ❞❡ ❞ét❡r♠✐♥❡r ❧❡ t②♣❡ ❞✬é❝♦✉❧❡♠❡♥t ✿

s✉❜s♦♥✐q✉❡ ♦✉ s✉♣❡rs♦♥✐q✉❡✳

P♦✉r ❧❡s é❝♦✉❧❡♠❡♥ts à s✉r❢❛❝❡ ❧✐❜r❡✱ ❝❡ r❛♣♣♦rt ❡st ❛♣♣❡❧é ✿
◆♦♠❜r❡ ❞❡ ❋r♦✉❞❡

■❧ ♣❡r♠❡t ❞❡ ❞ét❡r♠✐♥❡r ❧❡ t②♣❡ ❞❡ ré❣✐♠❡ ✿
✢✉✈✐❛❧ ♦✉ t♦rr❡♥t✐❡❧✳

✶✵ ✴ ✹✽



❈♦♥t❡①t❡
▼♦❞è❧❡

▲❡ s❝❤é♠❛
❱❛❧✐❞❛t✐♦♥ ♥✉♠ér✐q✉❡

❆✈❡❝ ❝ =
√

❣❤ ❧❛ ✈✐t❡ss❡ ❞❡s ♦♥❞❡s✱ ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ❋r♦✉❞❡ ❡st ❛❧♦rs
❞é✜♥✐ ♣❛r ✿

❋r =
|✉|

❝

❊t ♦♥ ❛ ✿

❋r ✶ é❝♦✉❧❡♠❡♥t t♦rr❡♥t✐❡❧ ✿ t♦✉t❡s ❧❡s ♦♥❞❡s ✈♦♥t ❞❛♥s ❧❡
s❡♥s ❞✉ ❝♦✉r❛♥t✱

❋r ✶ é❝♦✉❧❡♠❡♥t ✢✉✈✐❛❧ ✿ ✉♥❡ ♣❛rt✐❡ ❞❡s ♦♥❞❡s r❡♠♦♥t❡ ❧❡
❝♦✉r❛♥t✳

❊st✲❝❡ q✉❡ ❧❡ s②stè♠❡ ❞❡ ❙❛✐♥t✲❱❡♥❛♥t ✈ér✐✜❡ ❝❡s ♣r♦♣r✐étés ❄

✶✶ ✴ ✹✽



❈♦♥t❡①t❡
▼♦❞è❧❡

▲❡ s❝❤é♠❛
❱❛❧✐❞❛t✐♦♥ ♥✉♠ér✐q✉❡

❆✈❡❝ ❝ =
√

❣❤ ❧❛ ✈✐t❡ss❡ ❞❡s ♦♥❞❡s✱ ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ❋r♦✉❞❡ ❡st ❛❧♦rs
❞é✜♥✐ ♣❛r ✿

❋r =
|✉|

❝

❊t ♦♥ ❛ ✿

❋r ✶ é❝♦✉❧❡♠❡♥t t♦rr❡♥t✐❡❧ ✿ t♦✉t❡s ❧❡s ♦♥❞❡s ✈♦♥t ❞❛♥s ❧❡
s❡♥s ❞✉ ❝♦✉r❛♥t✱

❋r ✶ é❝♦✉❧❡♠❡♥t ✢✉✈✐❛❧ ✿ ✉♥❡ ♣❛rt✐❡ ❞❡s ♦♥❞❡s r❡♠♦♥t❡ ❧❡
❝♦✉r❛♥t✳

❊st✲❝❡ q✉❡ ❧❡ s②stè♠❡ ❞❡ ❙❛✐♥t✲❱❡♥❛♥t ✈ér✐✜❡ ❝❡s ♣r♦♣r✐étés ❄

✶✶ ✴ ✹✽



❈♦♥t❡①t❡
▼♦❞è❧❡

▲❡ s❝❤é♠❛
❱❛❧✐❞❛t✐♦♥ ♥✉♠ér✐q✉❡

❆✈❡❝ ❝ =
√

❣❤ ❧❛ ✈✐t❡ss❡ ❞❡s ♦♥❞❡s✱ ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ❋r♦✉❞❡ ❡st ❛❧♦rs
❞é✜♥✐ ♣❛r ✿

❋r =
|✉|

❝

❊t ♦♥ ❛ ✿

❋r > ✶ é❝♦✉❧❡♠❡♥t t♦rr❡♥t✐❡❧ ✿ t♦✉t❡s ❧❡s ♦♥❞❡s ✈♦♥t ❞❛♥s ❧❡
s❡♥s ❞✉ ❝♦✉r❛♥t✱

❋r ✶ é❝♦✉❧❡♠❡♥t ✢✉✈✐❛❧ ✿ ✉♥❡ ♣❛rt✐❡ ❞❡s ♦♥❞❡s r❡♠♦♥t❡ ❧❡
❝♦✉r❛♥t✳

❊st✲❝❡ q✉❡ ❧❡ s②stè♠❡ ❞❡ ❙❛✐♥t✲❱❡♥❛♥t ✈ér✐✜❡ ❝❡s ♣r♦♣r✐étés ❄

✶✶ ✴ ✹✽



❈♦♥t❡①t❡
▼♦❞è❧❡

▲❡ s❝❤é♠❛
❱❛❧✐❞❛t✐♦♥ ♥✉♠ér✐q✉❡

❆✈❡❝ ❝ =
√

❣❤ ❧❛ ✈✐t❡ss❡ ❞❡s ♦♥❞❡s✱ ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ❋r♦✉❞❡ ❡st ❛❧♦rs
❞é✜♥✐ ♣❛r ✿

❋r =
|✉|

❝

❊t ♦♥ ❛ ✿

❋r > ✶ é❝♦✉❧❡♠❡♥t t♦rr❡♥t✐❡❧ ✿ t♦✉t❡s ❧❡s ♦♥❞❡s ✈♦♥t ❞❛♥s ❧❡
s❡♥s ❞✉ ❝♦✉r❛♥t✱

❋r < ✶ é❝♦✉❧❡♠❡♥t ✢✉✈✐❛❧ ✿ ✉♥❡ ♣❛rt✐❡ ❞❡s ♦♥❞❡s r❡♠♦♥t❡ ❧❡
❝♦✉r❛♥t✳

❊st✲❝❡ q✉❡ ❧❡ s②stè♠❡ ❞❡ ❙❛✐♥t✲❱❡♥❛♥t ✈ér✐✜❡ ❝❡s ♣r♦♣r✐étés ❄

✶✶ ✴ ✹✽



❈♦♥t❡①t❡
▼♦❞è❧❡

▲❡ s❝❤é♠❛
❱❛❧✐❞❛t✐♦♥ ♥✉♠ér✐q✉❡

❆✈❡❝ ❝ =
√

❣❤ ❧❛ ✈✐t❡ss❡ ❞❡s ♦♥❞❡s✱ ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ❋r♦✉❞❡ ❡st ❛❧♦rs
❞é✜♥✐ ♣❛r ✿

❋r =
|✉|

❝

❊t ♦♥ ❛ ✿

❋r > ✶ é❝♦✉❧❡♠❡♥t t♦rr❡♥t✐❡❧ ✿ t♦✉t❡s ❧❡s ♦♥❞❡s ✈♦♥t ❞❛♥s ❧❡
s❡♥s ❞✉ ❝♦✉r❛♥t✱

❋r < ✶ é❝♦✉❧❡♠❡♥t ✢✉✈✐❛❧ ✿ ✉♥❡ ♣❛rt✐❡ ❞❡s ♦♥❞❡s r❡♠♦♥t❡ ❧❡
❝♦✉r❛♥t✳

❊st✲❝❡ q✉❡ ❧❡ s②stè♠❡ ❞❡ ❙❛✐♥t✲❱❡♥❛♥t ✈ér✐✜❡ ❝❡s ♣r♦♣r✐étés ❄

✶✶ ✴ ✹✽



❈♦♥t❡①t❡
▼♦❞è❧❡

▲❡ s❝❤é♠❛
❱❛❧✐❞❛t✐♦♥ ♥✉♠ér✐q✉❡

❚r❛♥s♣♦rt ✕ s✉✐t❡

❉✐❛❣♦♥❛❧✐s❛t✐♦♥ ❞✉ s②stè♠❡ ❞✬❡❞♣





∂t❤ + ∂①(❤✉) = ✵,

∂t(❤✉) + ∂①(❤✉
✷ +

❣❤✷

✷
) = −❣❤∂①③

P♦s♦♥s

❯
❤

q
❋ ❯

q

q✷ ❤ ❣❤✷ ✷
❇

✵
❣❤ ①③

♦♥ ❛ s♦✉s ❢♦r♠❡ ❝♦♠♣❛❝t❡

t❯ ①❋ ❯ t❯ ❋ ❯ ①❯ ❇

❡t ❧✬♦♥ ét✉❞✐❡ ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ ❆ ❯ ❋ ❯ ✳

✶✷ ✴ ✹✽



❈♦♥t❡①t❡
▼♦❞è❧❡

▲❡ s❝❤é♠❛
❱❛❧✐❞❛t✐♦♥ ♥✉♠ér✐q✉❡

❚r❛♥s♣♦rt ✕ s✉✐t❡

❉✐❛❣♦♥❛❧✐s❛t✐♦♥ ❞✉ s②stè♠❡ ❞✬❡❞♣





∂t❤ + ∂①(❤✉) = ✵,

∂t(❤✉) + ∂①(❤✉
✷ +

❣❤✷

✷
) = −❣❤∂①③

P♦s♦♥s

❯ =

(
❤

q

)
, ❋ (❯) =

(
q

q✷/❤ + ❣❤✷/✷

)
, ❇ =

(
✵

−❣❤∂①③

)
,

♦♥ ❛ s♦✉s ❢♦r♠❡ ❝♦♠♣❛❝t❡

∂t❯ + ∂①❋ (❯) = ∂t❯ + ❋ ′(❯)∂①❯ = ❇ ,

❡t ❧✬♦♥ ét✉❞✐❡ ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ ❆(❯) = ❋ ′(❯)✳

✶✷ ✴ ✹✽



❈♦♥t❡①t❡
▼♦❞è❧❡

▲❡ s❝❤é♠❛
❱❛❧✐❞❛t✐♦♥ ♥✉♠ér✐q✉❡

P♦✉r ❤ > ✵✱ ❆(❯) ❡st ❞✐❛❣♦♥❛❧✐s❛❜❧❡

λ−(❯) = ✉ −
√
❣❤, λ+(❯) = ✉ +

√
❣❤

❋♦r♠❡❧❧❡♠❡♥t✱ ♦♥ ♦❜t✐❡♥t ❞❡✉① éq✉❛t✐♦♥s ❞❡ tr❛♥s♣♦rt

t✇ ✇ ❇

✈✐t❡ss❡s ❞❡s ♦♥❞❡s ✉ ❣❤ ✳

❈✬❡st ❝❡ q✉✬♦♥ ❛♣♣❡❧❧❡ ❧✬❤②♣❡r❜♦❧✐❝✐té ✿ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ à ✈✐t❡ss❡ ✜♥✐❡✳

✶✸ ✴ ✹✽



❈♦♥t❡①t❡
▼♦❞è❧❡

▲❡ s❝❤é♠❛
❱❛❧✐❞❛t✐♦♥ ♥✉♠ér✐q✉❡

P♦✉r ❤ > ✵✱ ❆(❯) ❡st ❞✐❛❣♦♥❛❧✐s❛❜❧❡

λ−(❯) = ✉ −
√
❣❤, λ+(❯) = ✉ +

√
❣❤

❋♦r♠❡❧❧❡♠❡♥t✱ ♦♥ ♦❜t✐❡♥t ❞❡✉① éq✉❛t✐♦♥s ❞❡ tr❛♥s♣♦rt

∂t✇± + λ±✇± = ❇̃

✈✐t❡ss❡s ❞❡s ♦♥❞❡s ✉ ±
√
❣❤ ✳

❈✬❡st ❝❡ q✉✬♦♥ ❛♣♣❡❧❧❡ ❧✬❤②♣❡r❜♦❧✐❝✐té ✿ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ à ✈✐t❡ss❡ ✜♥✐❡✳

✶✸ ✴ ✹✽



❈♦♥t❡①t❡
▼♦❞è❧❡

▲❡ s❝❤é♠❛
❱❛❧✐❞❛t✐♦♥ ♥✉♠ér✐q✉❡

❋❧❡✉✈❡ ♦✉ t♦rr❡♥t ❄

−
√
❣❤ < ✉ <

√
❣❤✱

é❝♦✉❧❡♠❡♥t ✢✉✈✐❛❧

|✉| >
√
❣❤✱ é❝♦✉❧❡♠❡♥t

t♦rr❡♥t✐❡❧

❘✐❡♥ à ✈♦✐r ❛✈❡❝ ❧❛ ❣é♦❣r❛♣❤✐❡ ✦

✶✹ ✴ ✹✽



❈♦♥t❡①t❡
▼♦❞è❧❡

▲❡ s❝❤é♠❛
❱❛❧✐❞❛t✐♦♥ ♥✉♠ér✐q✉❡

✶✺ ✴ ✹✽



❈♦♥t❡①t❡
▼♦❞è❧❡

▲❡ s❝❤é♠❛
❱❛❧✐❞❛t✐♦♥ ♥✉♠ér✐q✉❡

✶✻ ✴ ✹✽



❈♦♥t❡①t❡
▼♦❞è❧❡

▲❡ s❝❤é♠❛
❱❛❧✐❞❛t✐♦♥ ♥✉♠ér✐q✉❡

✶✼ ✴ ✹✽



❈♦♥t❡①t❡
▼♦❞è❧❡

▲❡ s❝❤é♠❛
❱❛❧✐❞❛t✐♦♥ ♥✉♠ér✐q✉❡

✶✽ ✴ ✹✽



❈♦♥t❡①t❡
▼♦❞è❧❡

▲❡ s❝❤é♠❛
❱❛❧✐❞❛t✐♦♥ ♥✉♠ér✐q✉❡

❈❛❧❝✉❧ ♥✉♠ér✐q✉❡ ❞❡s s♦❧✉t✐♦♥s
▼ét❤♦❞❡ ❞❡s ✈♦❧✉♠❡s ✜♥✐s

t

x

x_j x_(j+1)x_(j−1)

t^n

x_(j−1/2) x_(j+1/2)

t^(n+1)

❖♥ ✐♥tè❣r❡
∂t❯ + ∂①❋ (❯) = ✵

s✉r ❧❡ ✈♦❧✉♠❡
[t♥, t♥+✶[×]①❥−✶/✷, ①❥+✶/✷[✱

❡t ♦♥ ♣♦s❡

❱ ♥
❥ =

✶

∆①

∫ ①❥+✶/✷

①❥−✶/✷

❯(t♥, ①) ❞①

✶✾ ✴ ✹✽



❈♦♥t❡①t❡
▼♦❞è❧❡

▲❡ s❝❤é♠❛
❱❛❧✐❞❛t✐♦♥ ♥✉♠ér✐q✉❡

■❧ ✈✐❡♥t

∆①

[
❱ ♥+✶

❥ −❱ ♥
❥

]
+

∫ t♥+✶

t♥
❋ (❯(t, ①❥+✶/✷)) ❞t−

∫ t♥+✶

t♥
❋ (❯(t, ①❥−✶/✷)) ❞t = ✵

❖♥ ❝❤♦✐s✐t ✉♥❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❞❡s ✢✉① ❛✉① ✐♥t❡r❢❛❝❡s ✿

❋ ♥
❥ ✶ ✷

✶

t

t♥ ✶

t♥
❋ ❯ t ①❥ ✶ ✷ ❞t

❞❡ s♦rt❡ q✉❡ ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥ ❛♣♣r♦❝❤é❡ ✭❡s♣éré❡✳✳✳✮ s❡r❛ ❞♦♥♥é❡ ✏❞❡
♣r♦❝❤❡ ❡♥ ♣r♦❝❤❡✑ ♣❛r

❱ ♥ ✶
❥ ❱ ♥

❥

t

①
❋ ♥
❥ ✶ ✷ ❋ ♥

❥ ✶ ✷

✷✵ ✴ ✹✽



❈♦♥t❡①t❡
▼♦❞è❧❡

▲❡ s❝❤é♠❛
❱❛❧✐❞❛t✐♦♥ ♥✉♠ér✐q✉❡

■❧ ✈✐❡♥t

∆①

[
❱ ♥+✶

❥ −❱ ♥
❥

]
+

∫ t♥+✶

t♥
❋ (❯(t, ①❥+✶/✷)) ❞t−

∫ t♥+✶

t♥
❋ (❯(t, ①❥−✶/✷)) ❞t = ✵

❖♥ ❝❤♦✐s✐t ✉♥❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❞❡s ✢✉① ❛✉① ✐♥t❡r❢❛❝❡s ✿

❋ ♥
❥+✶/✷ ∼

✶

∆t

∫ t♥+✶

t♥
❋ (❯(t, ①❥+✶/✷)) ❞t,

❞❡ s♦rt❡ q✉❡ ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥ ❛♣♣r♦❝❤é❡ ✭❡s♣éré❡✳✳✳✮ s❡r❛ ❞♦♥♥é❡ ✏❞❡
♣r♦❝❤❡ ❡♥ ♣r♦❝❤❡✑ ♣❛r

❱ ♥ ✶
❥ ❱ ♥

❥

t

①
❋ ♥
❥ ✶ ✷ ❋ ♥

❥ ✶ ✷

✷✵ ✴ ✹✽



❈♦♥t❡①t❡
▼♦❞è❧❡

▲❡ s❝❤é♠❛
❱❛❧✐❞❛t✐♦♥ ♥✉♠ér✐q✉❡

■❧ ✈✐❡♥t

∆①

[
❱ ♥+✶

❥ −❱ ♥
❥

]
+

∫ t♥+✶

t♥
❋ (❯(t, ①❥+✶/✷)) ❞t−

∫ t♥+✶

t♥
❋ (❯(t, ①❥−✶/✷)) ❞t = ✵

❖♥ ❝❤♦✐s✐t ✉♥❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❞❡s ✢✉① ❛✉① ✐♥t❡r❢❛❝❡s ✿

❋ ♥
❥+✶/✷ ∼

✶

∆t

∫ t♥+✶

t♥
❋ (❯(t, ①❥+✶/✷)) ❞t,

❞❡ s♦rt❡ q✉❡ ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥ ❛♣♣r♦❝❤é❡ ✭❡s♣éré❡✳✳✳✮ s❡r❛ ❞♦♥♥é❡ ✏❞❡
♣r♦❝❤❡ ❡♥ ♣r♦❝❤❡✑ ♣❛r

❱ ♥+✶
❥ = ❱ ♥

❥ +
∆t

∆①

[
❋ ♥
❥+✶/✷ − ❋ ♥

❥−✶/✷

]

✷✵ ✴ ✹✽



❈♦♥t❡①t❡
▼♦❞è❧❡

▲❡ s❝❤é♠❛
❱❛❧✐❞❛t✐♦♥ ♥✉♠ér✐q✉❡

❈❤❛q✉❡ ❝❤♦✐① ❞❡ ❋ ♥
❥+✶/✷ ❞ét❡r♠✐♥❡ ✉♥ s❝❤é♠❛ ❛✉① ✈♦❧✉♠❡s

✜♥✐s✳

❯t✐❧✐s❡ s♦✉✈❡♥t ❧❡s ✈❛❧❡✉rs ♣r♦♣r❡s ❞❡ ❆(❯)
❞✬♦ù ♣r♦❜❧è♠❡ ♣♦✉r ❤ = ✵✱ tr❛♥s✐t✐♦♥ s❡❝✴♠♦✉✐❧❧é

❈♦✉♣❧❡r ❛✈❡❝ ❧❡ s❡❝♦♥❞ ♠❡♠❜r❡ ✭t♦♣♦❣r❛♣❤✐❡ ∂①③✮
❝♦♠♣❛t✐❜✐❧✐té ❛✈❡❝ ❧❡s ét❛ts ❞✬éq✉✐❧✐❜r❡

✷✶ ✴ ✹✽



❈♦♥t❡①t❡
▼♦❞è❧❡

▲❡ s❝❤é♠❛
❱❛❧✐❞❛t✐♦♥ ♥✉♠ér✐q✉❡

▲❡ s❝❤é♠❛
❞

❞t
❯❥ +

✶

∆t
(❋❥+✶/✷ − ❋❥−✶/✷) = ❙❥

❛✈❡❝

❯❥ ❧❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ❝♦♥s❡r✈❛t✐✈❡s✱

❋❥ ✶ ✷ ❧❡s ✢✉① ♥✉♠ér✐q✉❡s✱

❙❥ ❞✐s❝r❡t✐s❛t✐♦♥ ❞✉ t❡r♠❡ s♦✉r❝❡✳

❖r❞r❡ ✷

❡♥ ❡s♣❛❝❡ ✿ ▼❯❙❈▲✱

❡♥ t❡♠♣s ✿ ❘✉♥❣❡ ❑✉tt❛ ✭❍❡✉♥✮✳

✷✷ ✴ ✹✽



❈♦♥t❡①t❡
▼♦❞è❧❡

▲❡ s❝❤é♠❛
❱❛❧✐❞❛t✐♦♥ ♥✉♠ér✐q✉❡

▲❡ s❝❤é♠❛
❞

❞t
❯❥ +

✶

∆t
(❋❥+✶/✷ − ❋❥−✶/✷) = ❙❥

❛✈❡❝

❯❥ ❧❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ❝♦♥s❡r✈❛t✐✈❡s✱

❋❥±✶/✷ ❧❡s ✢✉① ♥✉♠ér✐q✉❡s✱

❙❥ ❞✐s❝r❡t✐s❛t✐♦♥ ❞✉ t❡r♠❡ s♦✉r❝❡✳

❖r❞r❡ ✷

❡♥ ❡s♣❛❝❡ ✿ ▼❯❙❈▲✱

❡♥ t❡♠♣s ✿ ❘✉♥❣❡ ❑✉tt❛ ✭❍❡✉♥✮✳

✷✷ ✴ ✹✽



❈♦♥t❡①t❡
▼♦❞è❧❡

▲❡ s❝❤é♠❛
❱❛❧✐❞❛t✐♦♥ ♥✉♠ér✐q✉❡

▲❡ s❝❤é♠❛
❞

❞t
❯❥ +

✶

∆t
(❋❥+✶/✷ − ❋❥−✶/✷) = ❙❥

❛✈❡❝

❯❥ ❧❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ❝♦♥s❡r✈❛t✐✈❡s✱

❋❥±✶/✷ ❧❡s ✢✉① ♥✉♠ér✐q✉❡s✱

❙❥ ❞✐s❝r❡t✐s❛t✐♦♥ ❞✉ t❡r♠❡ s♦✉r❝❡✳

❖r❞r❡ ✷

❡♥ ❡s♣❛❝❡ ✿ ▼❯❙❈▲✱

❡♥ t❡♠♣s ✿ ❘✉♥❣❡ ❑✉tt❛ ✭❍❡✉♥✮✳

✷✷ ✴ ✹✽



❈♦♥t❡①t❡
▼♦❞è❧❡

▲❡ s❝❤é♠❛
❱❛❧✐❞❛t✐♦♥ ♥✉♠ér✐q✉❡

✢✉① ❍▲▲

F(❯● ,❯❉) =





❋ (❯● ) s✐ ✵ < ❝✶
❋ (❯❉) s✐ ❝✷ < ✵
❝✶❋ (❯● ) − ❝✷❋ (❯❉)

❝✷ − ❝✶
+

❝✶❝✷(❯❉ − ❯● )

❝✷ − ❝✶
s✐♥♦♥

,

❛✈❡❝ ❞❡✉① ♣❛r❛♠ètr❡s
❝✶ < ❝✷.

P♦✉r ❝✶ ❡t ❝✷✱ ♦♥ ♣r❡♥❞

❝✶ ✐♥❢
❯ ❯● ❯❉

✐♥❢
❥ ✶ ✷

❥ ❯ ❛♥❞ ❝✷ s✉♣
❯ ❯● ❯❉

s✉♣
✐ ✶ ✷

✐ ❯

❛✈❡❝ ✶ ❯ ✉ ❣❤ ❡t ✷ ❯ ✉ ❣❤✳

✷✸ ✴ ✹✽



❈♦♥t❡①t❡
▼♦❞è❧❡

▲❡ s❝❤é♠❛
❱❛❧✐❞❛t✐♦♥ ♥✉♠ér✐q✉❡

✢✉① ❍▲▲

F(❯● ,❯❉) =





❋ (❯● ) s✐ ✵ < ❝✶
❋ (❯❉) s✐ ❝✷ < ✵
❝✶❋ (❯● ) − ❝✷❋ (❯❉)

❝✷ − ❝✶
+

❝✶❝✷(❯❉ − ❯● )

❝✷ − ❝✶
s✐♥♦♥

,

❛✈❡❝ ❞❡✉① ♣❛r❛♠ètr❡s
❝✶ < ❝✷.

P♦✉r ❝✶ ❡t ❝✷✱ ♦♥ ♣r❡♥❞

❝✶ = ✐♥❢
❯=❯● ,❯❉

( ✐♥❢
❥∈{✶,✷}

|λ❥(❯)|) ❛♥❞ ❝✷ = s✉♣
❯=❯● ,❯❉

( s✉♣
✐∈{✶,✷}

|λ✐ (❯)|).

❛✈❡❝ λ✶(❯) = ✉ −
√
❣❤ ❡t λ✷(❯) = ✉ +

√
❣❤✳

✷✸ ✴ ✹✽



❈♦♥t❡①t❡
▼♦❞è❧❡

▲❡ s❝❤é♠❛
❱❛❧✐❞❛t✐♦♥ ♥✉♠ér✐q✉❡

❊t❛ts ❞✬éq✉✐❧✐❜r❡

✷✹ ✴ ✹✽



❈♦♥t❡①t❡
▼♦❞è❧❡

▲❡ s❝❤é♠❛
❱❛❧✐❞❛t✐♦♥ ♥✉♠ér✐q✉❡

❊t❛ts ❞✬éq✉✐❧✐❜r❡

{
∂t❤ + ∂①(❤✉) = ✵
∂t(❤✉) + ∂①(❤✉

✷ + ❣❤✷/✷) = −❣❤∂①③
✭✷✮

∂t❤ = ∂t✉ = ∂tq = ✵

✷✺ ✴ ✹✽



❈♦♥t❡①t❡
▼♦❞è❧❡

▲❡ s❝❤é♠❛
❱❛❧✐❞❛t✐♦♥ ♥✉♠ér✐q✉❡

❊t❛ts ❞✬éq✉✐❧✐❜r❡

{
❤✉ = ❈t❡

✉✷/✷ + ❣(❤ + ③) = ❈t❡
.

❖♥ ❝♦♥s✐❞èr❡
✉ ❈t❡

❣ ❤ ③ ❈t❡

✷✻ ✴ ✹✽



❈♦♥t❡①t❡
▼♦❞è❧❡

▲❡ s❝❤é♠❛
❱❛❧✐❞❛t✐♦♥ ♥✉♠ér✐q✉❡

❊t❛ts ❞✬éq✉✐❧✐❜r❡

{
❤✉ = ❈t❡

✉✷/✷ + ❣(❤ + ③) = ❈t❡
.

❖♥ ❝♦♥s✐❞èr❡ {
✉ = ❈t❡

❣(❤ + ③) = ❈t❡
.

✷✻ ✴ ✹✽



❈♦♥t❡①t❡
▼♦❞è❧❡

▲❡ s❝❤é♠❛
❱❛❧✐❞❛t✐♦♥ ♥✉♠ér✐q✉❡

❘❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❤②❞r♦st❛t✐q✉❡ ❬❆✉❞✉ss❡✵✺❪ ❡t ❬❇♦✉❝❤✉t✵✹❪
❖♥ ❞é✜♥✐t

③∗ = ♠❛①(③● , ③❉)

❡t 



❯∗
● = (❤∗● , ❤∗●✉● ), ❯∗

❉ = (❤∗❉ , ❤∗❉✉❉)
❤∗● = ♠❛①(❤● + ③● − ③∗, ✵)
❤∗❉ = ♠❛①(❤❉ + ③❉ − ③∗, ✵)

.

✷✼ ✴ ✹✽



❈♦♥t❡①t❡
▼♦❞è❧❡

▲❡ s❝❤é♠❛
❱❛❧✐❞❛t✐♦♥ ♥✉♠ér✐q✉❡

❘❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❤②❞r♦st❛t✐q✉❡
❆✐♥s✐ ♦♥ ❛




F● (❯● ,❯❉ ,∆❩ ) = F(❯∗
● ,❯∗

❉) +

(
✵

❣(❤●
✷ − (❤∗● )✷)/✷

)

F❉(❯● ,❯❉ ,∆❩ ) = F(❯∗
● ,❯∗

❉) +

(
✵

❣(❤❉
✷ − (❤∗❉)✷)/✷

) ,

♦ù F(❯● ,❯❉) ❡st ❧❡ ✢✉① ♥✉♠ér✐q✉❡✳

✷✽ ✴ ✹✽



❈♦♥t❡①t❡
▼♦❞è❧❡

▲❡ s❝❤é♠❛
❱❛❧✐❞❛t✐♦♥ ♥✉♠ér✐q✉❡

▼♦❞è❧❡ ♣❧✉s ❝♦♠♣❧❡t

{
∂t❤ + ∂①(❤✉) = ❘

∂t(❤✉) + ∂①(❤✉
✷ + ❣❤✷/✷) = −❣❤(∂①③ + ❙❢ )

, ✭✸✮

❛✈❡❝

❘ ❧❛ ♣❧✉✐❡ ✭♠✴s✮✱

❙❢ ❧❡s ❢r♦tt❡♠❡♥ts✳

✷✾ ✴ ✹✽



❈♦♥t❡①t❡
▼♦❞è❧❡

▲❡ s❝❤é♠❛
❱❛❧✐❞❛t✐♦♥ ♥✉♠ér✐q✉❡

❋r♦tt❡♠❡♥t

▲♦✐ ❞❡ ❢r♦tt❡♠❡♥t ❙❢ =

▼❛♥♥✐♥❣
✉|✉|

❑ ✷❤✹/✸

❉❛r❝②✲❲❡✐s❜❛❝❤
❢✉|✉|

❣❤

✸✵ ✴ ✹✽



❈♦♥t❡①t❡
▼♦❞è❧❡

▲❡ s❝❤é♠❛
❱❛❧✐❞❛t✐♦♥ ♥✉♠ér✐q✉❡

❚r❛✐t❡♠❡♥t ❞❡s ❢r♦tt❡♠❡♥ts

❚♦♣♦❣r❛♣❤✐❡ ❛♣♣❛r❡♥t❡ ❬❇♦✉❝❤✉t✵✹❪
❖♥ ❝♦♥s✐❞èr❡ ③❛♣♣ ③ ❜

♦ù ①❜ ❙❢

❙❡♠✐✲✐♠♣❧✐❝✐t❡ ❬❇r✐st❡❛✉✵✶❪

q♥ ✶
❥

❢ q♥❥ q♥ ✶
❥

✽❤♥❥ ❤
♥ ✶
❥

t q♥❥
t

①❥
❥ ✶ ✷● ❥ ✶ ✷❉

❊♥ ♥♦t❛♥t q♥ ✶
❥ ❧❛ ♣❛rt✐❡ ❞❡ ❞r♦✐t❡✱ ♦♥ ❛ ✿ q♥ ✶

❥

q♥ ✶
❥

✶ t
❢ ✉♥✐
✽❤♥ ✶

❥

✳

✸✶ ✴ ✹✽



❈♦♥t❡①t❡
▼♦❞è❧❡

▲❡ s❝❤é♠❛
❱❛❧✐❞❛t✐♦♥ ♥✉♠ér✐q✉❡

❚r❛✐t❡♠❡♥t ❞❡s ❢r♦tt❡♠❡♥ts

❚♦♣♦❣r❛♣❤✐❡ ❛♣♣❛r❡♥t❡ ❬❇♦✉❝❤✉t✵✹❪
❖♥ ❝♦♥s✐❞èr❡ ③❛♣♣ = ③ + ❜

♦ù ∂①❜ = ❙❢ .

❙❡♠✐✲✐♠♣❧✐❝✐t❡ ❬❇r✐st❡❛✉✵✶❪

q♥ ✶
❥

❢ q♥❥ q♥ ✶
❥

✽❤♥❥ ❤
♥ ✶
❥

t q♥❥
t

①❥
❥ ✶ ✷● ❥ ✶ ✷❉

❊♥ ♥♦t❛♥t q♥ ✶
❥ ❧❛ ♣❛rt✐❡ ❞❡ ❞r♦✐t❡✱ ♦♥ ❛ ✿ q♥ ✶

❥

q♥ ✶
❥

✶ t
❢ ✉♥✐
✽❤♥ ✶

❥

✳

✸✶ ✴ ✹✽



❈♦♥t❡①t❡
▼♦❞è❧❡

▲❡ s❝❤é♠❛
❱❛❧✐❞❛t✐♦♥ ♥✉♠ér✐q✉❡

❚r❛✐t❡♠❡♥t ❞❡s ❢r♦tt❡♠❡♥ts

❚♦♣♦❣r❛♣❤✐❡ ❛♣♣❛r❡♥t❡ ❬❇♦✉❝❤✉t✵✹❪
❖♥ ❝♦♥s✐❞èr❡ ③❛♣♣ = ③ + ❜

♦ù ∂①❜ = ❙❢ .

❙❡♠✐✲✐♠♣❧✐❝✐t❡ ❬❇r✐st❡❛✉✵✶❪

q♥+✶
❥ +

❢ |q♥❥ |q
♥+✶
❥

✽❤♥❥ ❤
♥+✶
❥

∆t = q♥❥ +
∆t

∆①❥
(F❥+✶/✷● −F❥−✶/✷❉).

❊♥ ♥♦t❛♥t q♥ ✶
❥ ❧❛ ♣❛rt✐❡ ❞❡ ❞r♦✐t❡✱ ♦♥ ❛ ✿ q♥ ✶

❥

q♥ ✶
❥

✶ t
❢ ✉♥✐
✽❤♥ ✶

❥

✳

✸✶ ✴ ✹✽



❈♦♥t❡①t❡
▼♦❞è❧❡

▲❡ s❝❤é♠❛
❱❛❧✐❞❛t✐♦♥ ♥✉♠ér✐q✉❡

❚r❛✐t❡♠❡♥t ❞❡s ❢r♦tt❡♠❡♥ts

❚♦♣♦❣r❛♣❤✐❡ ❛♣♣❛r❡♥t❡ ❬❇♦✉❝❤✉t✵✹❪
❖♥ ❝♦♥s✐❞èr❡ ③❛♣♣ = ③ + ❜

♦ù ∂①❜ = ❙❢ .

❙❡♠✐✲✐♠♣❧✐❝✐t❡ ❬❇r✐st❡❛✉✵✶❪

q♥+✶
❥ +

❢ |q♥❥ |q
♥+✶
❥

✽❤♥❥ ❤
♥+✶
❥

∆t = q♥❥ +
∆t

∆①❥
(F❥+✶/✷● −F❥−✶/✷❉).

❊♥ ♥♦t❛♥t q♥+✶
❥∗ ❧❛ ♣❛rt✐❡ ❞❡ ❞r♦✐t❡✱ ♦♥ ❛ ✿ q♥+✶

❥ =
q♥+✶
❥∗

✶+∆t
❢ |✉♥✐ |

✽❤♥+✶
❥

✳

✸✶ ✴ ✹✽



❈♦♥t❡①t❡
▼♦❞è❧❡

▲❡ s❝❤é♠❛
❱❛❧✐❞❛t✐♦♥ ♥✉♠ér✐q✉❡

❚❡st ✶ ✿ ❙♦❧✉t✐♦♥ ❛♥❛❧②t✐q✉❡ ✭❱♦ ❚❤✐ ◆❣♦❝✱ ▼✷✲▼❆P▼❖✮

❧♦♥❣✉❡✉r ❞✉ ❝❛♥❛❧ ✿ ✶✵✵✵ ♠

❢r♦tt❡♠❡♥t ❞❡ ▼❛♥♥✐♥❣ ✿ ♥ = ✵.✵✸✸

♦♥ ❝❤❡r❝❤❡ ✉♥❡ s♦❧✉t✐♦♥ st❛t✐♦♥♥❛✐r❡ ✿

t❤ ① ❤✉ ✵

t ❤✉ ① ❤✉✷ ❣❤✷ ✷ ❣❤ ①③ ❙❢
✭✹✮

t❤ t✉ tq ✵

❞✬♦ù

①③ ✶
✹

❣❤ ① ✸
❤ ①

✹♥✷

❤ ① ✶✵ ✸

✸✷ ✴ ✹✽



❈♦♥t❡①t❡
▼♦❞è❧❡

▲❡ s❝❤é♠❛
❱❛❧✐❞❛t✐♦♥ ♥✉♠ér✐q✉❡

❚❡st ✶ ✿ ❙♦❧✉t✐♦♥ ❛♥❛❧②t✐q✉❡ ✭❱♦ ❚❤✐ ◆❣♦❝✱ ▼✷✲▼❆P▼❖✮

❧♦♥❣✉❡✉r ❞✉ ❝❛♥❛❧ ✿ ✶✵✵✵ ♠

❢r♦tt❡♠❡♥t ❞❡ ▼❛♥♥✐♥❣ ✿ ♥ = ✵.✵✸✸

♦♥ ❝❤❡r❝❤❡ ✉♥❡ s♦❧✉t✐♦♥ st❛t✐♦♥♥❛✐r❡ ✿

{
∂t❤ + ∂①(❤✉) = ✵
∂t(❤✉) + ∂①(❤✉

✷ + ❣❤✷/✷) = −❣❤(∂①③ + ❙❢ )
, ✭✹✮

t❤ t✉ tq ✵

❞✬♦ù

①③ ✶
✹

❣❤ ① ✸
❤ ①

✹♥✷

❤ ① ✶✵ ✸

✸✷ ✴ ✹✽



❈♦♥t❡①t❡
▼♦❞è❧❡

▲❡ s❝❤é♠❛
❱❛❧✐❞❛t✐♦♥ ♥✉♠ér✐q✉❡

❚❡st ✶ ✿ ❙♦❧✉t✐♦♥ ❛♥❛❧②t✐q✉❡ ✭❱♦ ❚❤✐ ◆❣♦❝✱ ▼✷✲▼❆P▼❖✮

❧♦♥❣✉❡✉r ❞✉ ❝❛♥❛❧ ✿ ✶✵✵✵ ♠

❢r♦tt❡♠❡♥t ❞❡ ▼❛♥♥✐♥❣ ✿ ♥ = ✵.✵✸✸

♦♥ ❝❤❡r❝❤❡ ✉♥❡ s♦❧✉t✐♦♥ st❛t✐♦♥♥❛✐r❡ ✿

{
∂t❤ + ∂①(❤✉) = ✵
∂t(❤✉) + ∂①(❤✉

✷ + ❣❤✷/✷) = −❣❤(∂①③ + ❙❢ )
, ✭✹✮

∂t❤ = ∂t✉ = ∂tq = ✵

❞✬♦ù

①③ ✶
✹

❣❤ ① ✸
❤ ①

✹♥✷

❤ ① ✶✵ ✸

✸✷ ✴ ✹✽



❈♦♥t❡①t❡
▼♦❞è❧❡

▲❡ s❝❤é♠❛
❱❛❧✐❞❛t✐♦♥ ♥✉♠ér✐q✉❡

❚❡st ✶ ✿ ❙♦❧✉t✐♦♥ ❛♥❛❧②t✐q✉❡ ✭❱♦ ❚❤✐ ◆❣♦❝✱ ▼✷✲▼❆P▼❖✮

❧♦♥❣✉❡✉r ❞✉ ❝❛♥❛❧ ✿ ✶✵✵✵ ♠

❢r♦tt❡♠❡♥t ❞❡ ▼❛♥♥✐♥❣ ✿ ♥ = ✵.✵✸✸

♦♥ ❝❤❡r❝❤❡ ✉♥❡ s♦❧✉t✐♦♥ st❛t✐♦♥♥❛✐r❡ ✿

{
∂t❤ + ∂①(❤✉) = ✵
∂t(❤✉) + ∂①(❤✉

✷ + ❣❤✷/✷) = −❣❤(∂①③ + ❙❢ )
, ✭✹✮

∂t❤ = ∂t✉ = ∂tq = ✵

❞✬♦ù
∂①❤✉ = ✵ ⇒ q = ❈t❡

①③ ✶
✹

❣❤ ① ✸
❤ ①

✹♥✷

❤ ① ✶✵ ✸

✸✷ ✴ ✹✽



❈♦♥t❡①t❡
▼♦❞è❧❡

▲❡ s❝❤é♠❛
❱❛❧✐❞❛t✐♦♥ ♥✉♠ér✐q✉❡

❚❡st ✶ ✿ ❙♦❧✉t✐♦♥ ❛♥❛❧②t✐q✉❡ ✭❱♦ ❚❤✐ ◆❣♦❝✱ ▼✷✲▼❆P▼❖✮

❧♦♥❣✉❡✉r ❞✉ ❝❛♥❛❧ ✿ ✶✵✵✵ ♠

❢r♦tt❡♠❡♥t ❞❡ ▼❛♥♥✐♥❣ ✿ ♥ = ✵.✵✸✸

♦♥ ❝❤❡r❝❤❡ ✉♥❡ s♦❧✉t✐♦♥ st❛t✐♦♥♥❛✐r❡ ✿

{
∂t❤ + ∂①(❤✉) = ✵
∂t(❤✉) + ∂①(❤✉

✷ + ❣❤✷/✷) = −❣❤(∂①③ + ❙❢ )
, ✭✹✮

∂t❤ = ∂t✉ = ∂tq = ✵

❞✬♦ù
∂①❤✉ = ✵ ⇒ q = ✷ ♠✷/s

−∂①③ =

(
✶−

✹

❣❤(①)✸

)
❤
′

(①) +
✹♥✷

❤(①)✶✵/✸

✸✷ ✴ ✹✽



❈♦♥t❡①t❡
▼♦❞è❧❡

▲❡ s❝❤é♠❛
❱❛❧✐❞❛t✐♦♥ ♥✉♠ér✐q✉❡

❚❡st ✶ ✿ ❙♦❧✉t✐♦♥ ❛♥❛❧②t✐q✉❡ ✭❱♦ ❚❤✐ ◆❣♦❝✱ ▼✷✲▼❆P▼❖✮

❧♦♥❣✉❡✉r ❞✉ ❝❛♥❛❧ ✿ ✶✵✵✵ ♠

❢r♦tt❡♠❡♥t ❞❡ ▼❛♥♥✐♥❣ ✿ ♥ = ✵.✵✸✸

❖♥ ♣r❡♥❞ ❧❛ ❤❛✉t❡✉r ✿

❤(①) =

(
✹

❣

)✶/✸
(
✶ +

✶

✷
❡①♣

(
−✶✻

(
①

✶✵✵✵
−

✶

✷

)✷
))

❖♥ ❡♥ ❞é❞✉✐t ❧❛ t♦♣♦❣r❛♣❤✐❡ ✿ ③ ① ✳

✸✸ ✴ ✹✽



❈♦♥t❡①t❡
▼♦❞è❧❡

▲❡ s❝❤é♠❛
❱❛❧✐❞❛t✐♦♥ ♥✉♠ér✐q✉❡

❚❡st ✶ ✿ ❙♦❧✉t✐♦♥ ❛♥❛❧②t✐q✉❡ ✭❱♦ ❚❤✐ ◆❣♦❝✱ ▼✷✲▼❆P▼❖✮

❧♦♥❣✉❡✉r ❞✉ ❝❛♥❛❧ ✿ ✶✵✵✵ ♠

❢r♦tt❡♠❡♥t ❞❡ ▼❛♥♥✐♥❣ ✿ ♥ = ✵.✵✸✸

❖♥ ♣r❡♥❞ ❧❛ ❤❛✉t❡✉r ✿

❤(①) =

(
✹

❣

)✶/✸
(
✶ +

✶

✷
❡①♣

(
−✶✻

(
①

✶✵✵✵
−

✶

✷

)✷
))

❖♥ ❡♥ ❞é❞✉✐t ❧❛ t♦♣♦❣r❛♣❤✐❡ ✿ ③(①)✳

✸✸ ✴ ✹✽



❈♦♥t❡①t❡
▼♦❞è❧❡

▲❡ s❝❤é♠❛
❱❛❧✐❞❛t✐♦♥ ♥✉♠ér✐q✉❡

❚♦♣♦❣r❛♣❤✐❡ ❛♣♣❛r❡♥t❡

✸✹ ✴ ✹✽



❈♦♥t❡①t❡
▼♦❞è❧❡

▲❡ s❝❤é♠❛
❱❛❧✐❞❛t✐♦♥ ♥✉♠ér✐q✉❡

❚♦♣♦❣r❛♣❤✐❡ ❛♣♣❛r❡♥t❡

✸✺ ✴ ✹✽



❈♦♥t❡①t❡
▼♦❞è❧❡

▲❡ s❝❤é♠❛
❱❛❧✐❞❛t✐♦♥ ♥✉♠ér✐q✉❡

❙❡♠✐✲✐♠♣❧✐❝✐t❡

✸✻ ✴ ✹✽



❈♦♥t❡①t❡
▼♦❞è❧❡

▲❡ s❝❤é♠❛
❱❛❧✐❞❛t✐♦♥ ♥✉♠ér✐q✉❡

❚❡st ✷ ✿ ❊①♣ér✐♠❡♥t❛❧ ✭■◆❘❆✮ ✫ ❛♥❛❧②t✐q✉❡

✸✼ ✴ ✹✽



❈♦♥t❡①t❡
▼♦❞è❧❡

▲❡ s❝❤é♠❛
❱❛❧✐❞❛t✐♦♥ ♥✉♠ér✐q✉❡

❉♦♥♥é❡s

✵ ≤ t ≤ ✷✺✵s

5cm

4m

0.05

R x , t 

❘(① , t) =

{
✺✵ ♠♠✴❤ s✐ (① , t) ∈ [✵, ✸.✾✺] × [✺, ✶✷✺]
✵ s✐♥♦♥
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❈♦♥t❡①t❡
▼♦❞è❧❡

▲❡ s❝❤é♠❛
❱❛❧✐❞❛t✐♦♥ ♥✉♠ér✐q✉❡

❚r❛✐t❡♠❡♥t ❞❡ ❧❛ ♣❧✉✐❡ ❡t ❧♦✐ ❞❡ ❢r♦tt❡♠❡♥t

P❧✉✐❡ ✿ ∂t❤ = ❘

❋r♦tt❡♠❡♥t ❞❡ ❉❛r❝②✲❲❡✐s❜❛❝❤ ✿ ❙❢ =
❢✉|✉|

❣❤

✸✾ ✴ ✹✽



❈♦♥t❡①t❡
▼♦❞è❧❡

▲❡ s❝❤é♠❛
❱❛❧✐❞❛t✐♦♥ ♥✉♠ér✐q✉❡

❚♦♣♦❣r❛♣❤✐❡ ❛♣♣❛r❡♥t❡

✹✵ ✴ ✹✽



❈♦♥t❡①t❡
▼♦❞è❧❡

▲❡ s❝❤é♠❛
❱❛❧✐❞❛t✐♦♥ ♥✉♠ér✐q✉❡

❙❡♠✐✲✐♠♣❧✐❝✐t❡

✹✶ ✴ ✹✽



❈♦♥t❡①t❡
▼♦❞è❧❡

▲❡ s❝❤é♠❛
❱❛❧✐❞❛t✐♦♥ ♥✉♠ér✐q✉❡

❙❡♠✐✲✐♠♣❧✐❝✐t❡

✹✷ ✴ ✹✽



❈♦♥t❡①t❡
▼♦❞è❧❡

▲❡ s❝❤é♠❛
❱❛❧✐❞❛t✐♦♥ ♥✉♠ér✐q✉❡

❈❛❧✐❜r❛t✐♦♥
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❈♦♥t❡①t❡
▼♦❞è❧❡

▲❡ s❝❤é♠❛
❱❛❧✐❞❛t✐♦♥ ♥✉♠ér✐q✉❡

❈♦♥❝❧✉s✐♦♥ ❡t ♣❡rs♣❡❝t✐✈❡s

♠♦❞✐✜❡r ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡ t♦♣♦❣r❛♣❤✐❡ ❛♣♣❛r❡♥t❡

s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ✷❉ ✭❘♦✉ss❡❛✉✱ ▼✷✲❇❘●▼✮

✹✹ ✴ ✹✽



❈♦♥t❡①t❡
▼♦❞è❧❡

▲❡ s❝❤é♠❛
❱❛❧✐❞❛t✐♦♥ ♥✉♠ér✐q✉❡

▼❡r❝✐

▲❡s ♣❛rt❡♥❛✐r❡s
❈❡ tr❛✈❛✐❧ ❢❛✐t ♣❛rt✐❡ ❞✉ ♣r♦❥❡t ❆◆❘ ▼❊❚❍❖❉❊

◆♦s ♣❛rt❡♥❛✐r❡s
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❈♦♥t❡①t❡
▼♦❞è❧❡

▲❡ s❝❤é♠❛
❱❛❧✐❞❛t✐♦♥ ♥✉♠ér✐q✉❡

Variable depth Constant depth
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▲❡ s❝❤é♠❛
❱❛❧✐❞❛t✐♦♥ ♥✉♠ér✐q✉❡
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▼♦❞è❧❡

▲❡ s❝❤é♠❛
❱❛❧✐❞❛t✐♦♥ ♥✉♠ér✐q✉❡

❆✉❞✉ss❡ ❊✳✱ ❇r✐st❡❛✉ ▼✳✲❖✳✱ ❆ ✇❡❧❧✲❜❛❧❛♥❝❡❞ ♣♦s✐t✐✈✐t②
♣r❡s❡r✈✐♥❣ ✧s❡❝♦♥❞✲♦r❞❡r✧ s❝❤❡♠❡ ❢♦r s❤❛❧❧♦✇ ✇❛t❡r ✢♦✇s ♦♥
✉♥str✉❝t✉r❡❞ ♠❡s❤❡s✱ ❏✳ ❈♦♠♣✳ P❤②s✳ ✷✵✻✱ ✭✷✵✵✺✮ ✸✶✶✲✸✸✸✳

❇♦✉❝❤✉t ❋✳✱ ◆♦♥❧✐♥❡❛r st❛❜✐❧✐t② ♦❢ ✜♥✐t❡ ✈♦❧✉♠❡ ♠❡t❤♦❞s ❢♦r

❤②♣❡r❜♦❧✐❝ ❝♦♥s❡r✈❛t✐♦♥ ❧❛✇s✱ ❛♥❞ ✇❡❧❧✲❜❛❧❛♥❝❡❞ s❝❤❡♠❡s ❢♦r

s♦✉r❝❡s✱ ❋r♦♥t✐❡rs ✐♥ ▼❛t❤❡♠❛t✐❝s✱ ❇✐r❦❤❛✉s❡r ✭✷✵✵✹✮✳

❇r✐st❡❛✉ ▼✳✲❖✳✱ ❈♦✉ss✐♥ ❇✳✱ ❇♦✉♥❞❛r② ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❢♦r t❤❡
s❤❛❧❧♦✇ ✇❛t❡r ❡q✉❛t✐♦♥s s♦❧✈❡❞ ❜② ❦✐♥❡t✐❝ s❝❤❡♠❡s✱ ■♥r✐❛ r❡♣♦rt

❘❘✲✹✷✽✷✱ ✭✷✵✵✶✮✳

❊st❡✈❡s ▼✳ ❡t ❛❧✳✱ ❖✈❡r❧❛♥❞ ✢♦✇ ❛♥❞ ✐♥✜❧tr❛t✐♦♥ ♠♦❞❡❧❧✐♥❣ ❢♦r
s♠❛❧❧ ♣❧♦ts ❞✉r✐♥❣ ✉♥st❡❛❞② r❛✐♥ ✿ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ r❡s✉❧ts ✈❡rs✉s
♦❜s❡r✈❡❞ ✈❛❧✉❡s✱ ❏✳ ❍②❞r♦❧✳ ✷✷✽✱ ✭✷✵✵✵✮✱ ✷✻✺✲✷✽✷✳
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